l. Méthodes factorielles
1. Rappels

a) Objectif

L’ objectif est de représenter dans R, R? ou R® des données en grande dimension. La matrice des
données X est de dimensions n (nombre d'individus, en ligne) p (nombre de variables, en colonne).
L’ espace des individus est donc R", celui des variables RP.

b) Distances et matrices

Propriétés d' un indice de distance :
=2 d(x,y) =d(y,x) 2 0.
- d(x,x) =0.
=2 d(x,y) £ d(x,2) + d(z,y).

Distance euclidienne :

d(xy) = (x-y)' Q (x-y)
avec Q est une métrique (matrice définie positive symétrique).

Norme : [|X| = d(0,x) =+/X'X.
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C) Projection
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car il sagit d'untriangle
|ox||

> projection dex sur y : dist(OP) = |OP): cos(q) = W

rectangle. Si ||y|| =1, dorsdist(OP) = Xly.

d) Analyse dans I'espace des individus

L’ objectif poursuivi est detrouver une droite F1, définie par un vecteur u; de R®, detaille 1,
qui “gjuste” le mieux possible le nuage de n points (individus).
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On obtient alorslareprésentation dex; T R® en le projetant sur F1: HOP,H = X'U;. Lemeilleur
gjustement est celui qui minimise la somme des carrés desrésidus :

- trouver i, 1 R°tel que:
Juf=1

n 2
o

u; minimise HMi P,H .
i=1

Commeil s'agit d'un triangle rectangle, H M, RHZ = HOMiH2 - HOF’I HZ Minimiser la somme des
carrés des résidus revient donc alavariance de la projection : én HOPI HZ , toujours sous la contrainte
i=1

que Hulu = 1. Lasolution est obtenue al’aide d’ un lagrangien. Le résultat est le suivant :

U, est le vecteur propre dela X'X associé & sa plus grande valeur proprel ;

On obtient donc graphiquement la solution suivante :



A, Remarques:
> 7' = X'u, : premiére variable factoridle,
projection des n individus sur le vecteur u;.
- Uy : premier facteur = coefficient de la
premiére variable factorielle ou, en d’ autres
termes, |es coefficients de la combinaisons

d
linéaires Z, = @ X;Uj; -
j=1
- | 1 invertie (variance) e la premiére

variablefactoridle = (z')' z* : sommedes
Ay carrés de la projection.

e) Analyse dans I'espace des variables

L' approche suivie est strictement symétrique a celle suivie dans |’ espace des individus. On peut donc
projeter les variables dans un espace de dimensions réduites. Le vecteur v* serale vecteur propre qui
correspond ala plus grande valeur propre m de lamatrice X X'.

f) Relation entre I'espace des individus et
I’espace des variables

Il'y abien entendu une relation directe entre |’ espace des individus et |’ espace des variables. Sir est le
rang delamatrice X (£ min(p,n)), " k £ r, on peut affirmer que:

- lesvaleurs propres des variables sont cellesdesindividus: | ¢ = ny.

1 1
S>u =——X'v, v, =—— Xu, .
S P P

9) Qualité de la projection

Comme on peut démontrer que la somme des valeurs propres est égale al’inertie total du nuage de

J
al,
points, le rapport 'o;l (q éant le nombre de dimensions retenues pour effectuer la projection)

al;

j=1
fournit une mesure claire de la représentativité du sous-espace par rapport al’ espace d’ entrée des
données.

2. Analyse en composantes principales (ACP)

a) Représentation dans I'espace des variables



La premiére étape consiste a centrer les données variables par variables. Dans une ACP, I’ origine des
axes n’aen effet pas de signification particuliere, auss parait-il “raisonnable’ (¢, en fait, surtout
pratique) de la placer au centre gravité du nuage de points.

La métrique choisie repose sur la distance euclidienne. Cependant, comme cela a é&é mentionné ci-

dessus, la distance euclidienne est sensible au choix des unités. Pour éviter ce probléme, les données
sont centrées (chague variable est divisée par son écart type).

1
Enfin, en pratique, on divise également chaque variable par T .
n

- lamatrice des données originales Y est donc transforméesen X = T MYD,,, ou M est la
n
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b) Représentation dans R"

Le passage delamatrice Y alamatrice X posséde un certain nombre de propriétés intéressantes :

> produit scalaire : le produit scalaire entre deux variables X' et x*

18 Y- Y, Y~ Y o o o
Ea _ ) N )) est égal &leur coefficient de corréaction ry.

) xk = 2
()X =LA

> norme: lanorme d une variable x" = 1 (||X’|| =(x")'(x') =1).
- distance : la distance entre deux variables est fonction de leur coefficient de corrélation :
d?(j,k) = (x) - XY (x - x) = (D) () + () (X)) - 2(xT) xE =201 1y,)
Sdr=+1:d=0->d=0.

>dr=0:=2>d=Cp
Sdr=-1:d=4>0d=2

- angle entre deux variables : I’ angle entre deux variables est égal aleur coefficient de corrdation :
cosq) = 2 =
Ixly|

- matrice variance/covariance : X'X est la matrice variance/covariance et |a matrice des coefficients
de corrdlation. 1l s'agit d' une matrice toujours diagonalisable puisqu’ elle est symétrique.

C) Application

Pour réaliser une ACP, on suit la procédure suivante :
standardisation desvariables : passagede Y aX



décomposition spectrale de Ry (matrice des coefficients de corréaltion) : Ry = GD; G qui produit
les valeurs propres, les vecteurs propres, les facteurs et les variables factoridlles.

représentation graphique de la projection des individus et analyse des proximités.

représentation graphique de la projection des variables et interprétation des axes.



