Une matrice est un arrangement rectangulaire de chiffres :

Un vecteur est un ensemble de nombres rangés en une ligne ou une colonne. Un vecteur
ligne est une matrice comportant une seule ligne, un vecteur colonne est une matrice a
une seule colonne.

Les dimensions d’une matrice sont les nombres de ses lignes et de ses colonnes.
L’exemple ci-dessus nous donne une idée d’une matrice 4 de taille « nxm ». La matrice
A comporte n lignes et m colonnes.

Onpérations sur les matrices

SOlt A :(aij)nxm et B B (bij)pxq

n=p
A=B& {m=q

aijzbij Vi=l,..,nVj=1,...,m

J SiAz(al-j) eth(bij) ,alorslamatriceC:(Cij) ou C = A+ Best telle

nxm

que:c, = aij+bij’ Vi=l,..,m;¥j=1,...m

o SiA= (aij)nxm et B= (blj>mxp , la matrice C = A.B = (Cij)nxp ou Ci= ;aik'blg'

Vi=1l,..,n,Vj=1,.,p
e Si AB 3, BA A nécessairrement. Si BA3, AB # BA généralement

SiA:(al-j) et/'te]R,B:/lA=(bl-j) oﬁtbl_j:/laijVi:I,...,n,‘v’j:I,...,p

nxm

Si A= (al]) alors sa matrice transposée A' = (aji) Vi=l...,n,Vj=1..,p

(4) =4

La transposée d 'un vecteur colonne a est un vecteur ligne:

a’ Z[al a2 an]
Les différents types de matrices
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e Matrice carrée est une matrice de taille nxn
e Matrice symétrique est une matrice carrée ayant g = . Vi,Vk,i<netk<n
e Un matrice 4 est symétrique si et seulement si 4= A’

e Matrice diagonale est une matrice carrée dont les éléments hors la diagonale
principale sont nuls

y ( ) 0 sii#k
Ax)"\q aeRsii=k
e Matrice scalaire est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous

identiques

e Matrice d’identité est une matrice scalaire dont les éléments diagonaux sont égaux
a 1. La matrice identité est toujours notée |

e Matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) est une matrice avec uniquement
des ¢léments nuls au dessus ou en dessous de sa diagonale principale

Propriétés

A+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C)

MA+B)= 1A+ 2B

A.(B.C)=(A.B).C

(A.B) =B'A'

e (ABC)=CBA

e A.(B+C)=A.B+A.C

e (A+B).C=A.C+B.C

e Le produit entre deux vecteurs, a et b, est un scalaire

a'b= a1b1+a2b2+'“+anbn

o _
a Ixn bnxl - Clxl
Sommes des valeurs
Soit le vecteur colonne i
1
n
. _ : _ _ of
i=|: |alors, zxi—x1 +x, 4+t x, =i X
i=1
1 1

La moyenne arithmétique :

1 1, : Yy _

x :—zxi:—zXQin:lX:nx
niq n i=1

La somme des carrés des éléments d’un vecteur X :

foZX'X
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La somme des produits de n éléments des vecteurs X et Y :

2x)V=XY
i=l1
Matrice Idempotente

_% _% 1—%

xl_f
- | Y =M'x
X~ X

« M'M' =M’

Définition : Matrice Idempotente
Une matrice Idempotente est celle qui est égale a son carré

Pour une variable x, la somme des carrés des écarts de la moyenne est :
n 2 0
=\ - v/
* XX )=X'MX
i=1

Pour deux vecteurs X et Y le produit croisé des écarts aux moyennes :

Y -¥)y-7 )X MY

i=1

On déduit facilement que

X MY =Y M'X

Géométrie matricielle
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Une matrice est un ensemble de vecteurs colonnes. Le nombre de colonnes dans cette
matrice est le nombre de vecteurs et le nombre de lignes est le nombre de coordonnées
dans chaque vecteur colonne.

Dépendance Linéaire : Un ensemble de vecteurs est linéairement dépendant si tout
vecteur de cet ensemble peut €tre écrit comme une combinaison lin€aire des autres

vecteurs

Indépendance Linéaire : Un ensemble de vecteurs est linéairement indépendant si et
seulement si la seule solution de a;a;+ aar+...+ opar = 0esta;=ar=... = a; =0

Rang d’une matrice

En algebre linéaire, le rang d'une matrice est le nombre de lignes ou de colonnes
linéairement indépendantes apres avoir enlevé les colonnes ou lignes nulles (ne contenant
que des 0). Le rang des lignes est égal au rang des colonnes

si rang(A) = nombre de colonnes (lignes) < A est de plein rang
rang(A) < min(nombre de lignes, nombre de colonnes)

rang(A) =rang(A4")

rang(AB) < min(rang(A),rang(B))

Trace d’une matrice

A:(Clij)

Propriétés des traces

L =Yg,
i=1

nxn

tr(A+B)=tr A+tr B
tr(Ad)=Atr A
trA'=tr A
tr(A-B)=tr(B-A)

Déterminant d’une matrice

Le déterminant d’une matrice A=(aij) d’ordre n, défini par Gottfried Leibniz est le
nombre noté det(4) ou |A| ; pour chaque ligne i:

det 4= |A| = 2Clik(_ I)Hk Al k=L...k (formule de Leibniz)

Cette méthode est aussi connue sous le nom de développement en cofacteurs.

Hicham DAHER


http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_%28math%C3%A9matiques%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz

Ou /4, est la matrice des cofacteurs, obtenue a partir de A en supprimant la ligne i et la

i+k

colonne k. Le déterminant de /4. est appelé mineur de 4. Multiplié par(— 1) , 1l

devient un cofacteur.
Propriétés

Le déterminant d’une matrice est non nul si et seulement si elle est de plein rang.

‘AZXZ

A est une matrice diagonale < |A| =AnArn Qo= Haii
i=1

‘Onxn

=A1uArn—And, Jormulede Cramer

=0

‘[ nxn

SOitA:(ay')nxna

44| =24

[4-B|=4]-|5|=|5-4
[4]=4

Signification géométrique des déterminants (cas de deux dimensions)

Soit une matrice A=[a b]ou a,.¢ b,
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Cetermuant de A

v

Le déterminant d’une matrice carrée est ¢égal a la surface engendrée par le
parallélogramme construit par les différentes coordonnées. Dans le cas d’une matrice
(nxm)le déterminant est égal au volume rempli par le solide. Pour une meilleure

explication, consultez 1’ouvrage de William GREENE intitulé «Econometric Analysis»

Inversion de matrices carrées

Dans R ", le produit matriciel est défini pour tout couple d’éléments et la matrice ] est

neutre pour ce produit: | A=A=A.]
La notion de matrice inversible est définie comme suit :

« Lamatrice Ae Rm est inversible (ou réguliere) si
-1 nxn -1 -1
d4 eR 4 .A=1.-AA
« Lorsqu'elle existe, A_l est appelée la matrice inverse de A

Toutes les matrices carrées 4 non nulles, c¢’est-a-dire distinctes de ()m, ne sont pas

forcément inversibles. Les matrices non inversibles sont connues comme matrices
singulieres.

Forme générale des inverses des matrices : Si 4 est une matrice non singuli¢re (|A| # O)

. 21 ~ , N .
son inverse A" peut étre trouvée de la maniére suivante :
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1
A" =—(adj A
4 (adj A)
adj A est la matrice adjointe. Elle est égale a la transposée de la matrice des cofacteurs.
adj A=(4,)

Les étapes de détermination de la matrice inverse sont :

1. Trouver le déterminant de A. S’il n’est pas nul, passer a 1’étape 2.
Remplace chaque élément a;; de A par son cofacteur pour obtenir la matrice
des cofacteurs.

3. Diviser chaque élément des la matrice adjointe par |A|

a, 4y

L’inverse d’une matrice 4, = [ j est donné par la forme suivante :

a4, A4y

A*I _ 1 [ ay _alzj :L[ ay _alzj
aAndr— A \"% 4 |A| —4y 4y
L’inverse d’une matrice carrée d’ordre 2 existe si et seulement si son déterminant est
non nul

Propriétés
- Si 4 e ]Rm est non sin guliere, alors :
-1
. A_lest inversible et(A_l) =4
» A’ est inversible et (A')fl = (A_l)

-1

.vgeRo:(ﬂA) est inversibleet(ﬂ,A)IZ/lﬁtA

«SiA,Be Rmsont non sin gulieres, alors le produit A.B est non sin gulier

(AB) =B 4"

» La matrice A € Rnxnest non sin guliere < |A| 0o rang A=n
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d, 0 0

e Si D est une matrice diagonale D = ,

0 0 - d.
/ 0 - 0

d,
D~ 0 %{2 0

0 0 .. %{n

a)-(4)
- (4B) -B'4"
(ABC) -Cc'B'4"

Systémes linéaires

Définition et propriétés :

Un systéme linéaire de n équations a m inconnues soumet un vecteur X, a m composantes,
simultanément a n équations linéaires.
D’une fagon plus analytique, tout systéme linéaire s’écrit:

AuXntAnXnt tawXx, = b
ArX2TAnXnT T A2 Xom :bz

anlxnl+aannZ+.“+anmxnm :bn

ou Vi=12,..,n, Vj=12,..m; Clij’b,ER

Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle :
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AX:B,oizA:(al.j) 8=(b;) etX:(xj>
nxm nx1

Une solution de ce systéme est un vecteur X :( X ) dont les composantes vérifient

mx1

simultanément toutes les équations du systéme.

On distingue divers types de systémes :

e Systéme carre si m=n

e Systéme de Cramer si le systéme est carré et A est une matrice non singuliére
(inversible)
Systéme homogene si B=0
Systéme impossible s’il n’admet aucune solution (équations incompatibles)
Systéme compatible s’il admet au moins une solution
Systéme indéterminé s’il admet plusieurs solutions

Solution d’un systéme linéaire

La résolution des systemes d'équations linéaires appartient aux problémes les plus
anciens dans les mathématiques et ceux-ci apparaissent dans beaucoup de domaines,
comme dans le traitement des signaux numériques ou dans l'approximation de problémes
non linéaires en analyse numérique. Un moyen efficace de résoudre un systéme
d'équations linéaires est donné par 1'¢limination de Gauss-Jordan ou par la décomposition
de Cholesky.

Nous nous intéressons aux systémes de Cramer qui jouissent de la propriété suivante :

e Le systtme de Cramer AX=B admet la solution unique X=A"B, qui s’exprime
aussi sous la forme :

szmAl”'A./—lB A.i+1'”A"‘ > J=L2.m

a,
et Ak =|: est la k —eme colonne de A

ank

Matrices semblables

Les matrices A et B € R™, sont dites semblables si 3 H € R™, inversible, telle que :

A=H"'BH (@ B= H.A.H’l)

H est appelée matrice de passage
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Matrices diagonalisables

Définitions : La matrice 4 est diagonalisables si elle est semblable a une matrice
diagonale.

Les matrices carrées ne sont pas toutes diagonalisables.

Soit A=(a,),,,

)

e Le vecteur colonne X eR™\{|: est un vecteur propre de A si

dJleR:AX =1X
e Dans ce cas, on dit que X est associ¢ a la valeur propre 4 € R

Le spectre d’une matrice

La détermination des valeurs propres de la matrices 4€R™ s’effectue grace a la
propriété suivante :

e 1 eR estune valeur propre de 4 c>|A—/U|:0

, de degré n, est appelé polynome caractéristique de A

e Le polynome |A - Al

e [L’équation |A -l | = 0 est appelée équation caractéristique de A

e L’ensemble de solutions complexes de cette équation constitue le spectre de A
noté Sy

Le spectre comporte donc n nombres complexes, distincts ou non. Toutefois, seuls ses
¢léments réels sont des valeurs propres auxquelles sont associées des vecteurs propres. Le

spectre d’une matrice 4 € R”" jouit des propriétés suivantes :

e Aet A ont le méme spectre
e Si A est non singulicre, alors 0 n’est pas une valeur propre de 4

: : .‘ . 1
e Si A est non singuliere et A une valeur propre réelle de 4 alors ) est une

valeur propre de A~
e Les matrices semblables ont toutes le méme spectre

Spectre et diagonalisation

Les valeurs propres d’une matrice diagonales de R™" sont les n nombres réels, nuls ou
pas, se trouvant sur sa diagonale. Si un nombre y apparait plus d’une fois, c’est que la
valeur propre est multiple (racine multiple du polyndme caractéristique). Le spectre d’une
matrice diagonale est donc un sous ensemble de R .
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Si D e R"™" estdiagonale<> D =| .

alorS SD :{dladza"'ﬁdn}

Si AeR™" est symétrique, alors elle est diagonalisable.

Condition nécessaire et suffisante concernant la diagonalisation des matrices
carrées :

AeR"™ est diagonalisable si et seulement si toutes les valeurs propres de 4 sont
réelles, et, pour toute valeur propre A de multiplicité algébriquem, 22, le

systeme linéaire AX = AX admet une infinité de solutions a m, parametres.

On obtient une matrice diagonale semblable a 4 en plagant les n valeurs propres de 4 sur
la diagonale (avec répétition en cas de valeurs multiples). L’ordre des valeurs propres
importe peu, puisque toutes la matrices diagonales dont les ¢léments sont identiques a
une permutation pres, ont le méme spectre et sont toutes semblables entre elles.

A
0

Propriétés : 4e R™, A =],

0 --
’1? , A=CAC’

(e

0
0
0
2’"
tr(A) = tr(A)

|4 =|A| =TT, 2, < une matrice est singuliére si et seulement si son déterminant

est nul, ou si et seulement si elle a au moins une racine caractéristique nulle

270...0
0 A7...0

VpeN':4” =CA’C'=C| 2 '
00 ...A7

Si A" existe, les racines caractéristiques de A sont les réciproques de celles de A et

les vecteurs caractéristiques sont les mémes
A'=CN'C
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Pour toute matrice non singuliére symétrique A=CAC’,
A =CA'C' k= -1,0,1,2,-

Calcul et Algébre matricielle

L’approximation de Taylor

Le développement de Taylor est une approximation polyndmiale de f(x).
L’approximation autour d’un point arbitraire x” est

F(x) ~~ f(xO) ZP: df(x(j)
T dR)

L’approximation linéaire est la plus utilisée en économétrie

(x —x%)

f)~a+px ol
a = (- f'(x")x°
B=1'(x")

L’ approximation quadratique est

f(x)=a+PBx+yx o
1

a| L~f W 1 | LS 1] =

Considérons la fonction y = f(x;,x5,...,X,). ¥ est une fonction scalaire d’un vecteur (y=f(x))
Le vecteur des dérivées partielles, ou vecteur gradient est

_%xl_ £
90 _| Vx| |-
ox

_%xn_ S

La matrice de dérivées secondes ou hessien est
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0’y azy/ 0%
Ox10x1 OX10x2 OX10X 1

0%y 0%y 0%y
H= OxX20X1 OxX20Xx2

0%y 0%y . 52y/
i OXn0X1 OXn0OX?2 OXnOXp |

H est généralement carrée et symétrique.

g V) A7er) ) 2

aX2axn

oXoX'

X1 X2 Xn

L’approximation de Taylor de y = f(X3,X2,...,Xn) d’ordre 1, ou linéaire, est

y=f (x0)+§f i(x())(xi—x?) Ou

v 10-g"x |+g"X
L’approximation quadratique, ou de second ordre, est

Yy a+ﬂ’x+%x’l“x

Ona=f"—g"x° +%x°’H0xO,,6’:g° ~Hx"etT' =H"°
La différenciation d’une matrice

Si a'=[a, a, ...a,] est un vecteur ligne de nombres et,
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=2AX qui est un vecteur colonne de n éléments,

X,
x=| .
xﬂ
est un vecteur colonnes dont les variables sont x,, x,, ..., x,, alors
al
0(a'x) e 6?2
ox
an
“ | oAx OAx
Soit la matrice 4 = —=4",—=4
ox ox
anl e ann
Une forme quadratique est écrite
X
all aln X
XAX =[x x,...x,]| 3
anl ann
xn
Alors
o0XAX
oX
ou
0XAX , ) . (1
X =2X4 qui est un vecteur ligne de n éléments

Théoréme de Lagrange :

Pour connaitre I’optimum de la fonction f{x;), (f(x;) est définie sur [’ensemble D), sous

les contraintes g;(x;)=0, j=1,...,m ;1a fonction lagrangienne du probléme :

opt. f(x),xeDc ER"

sous les contraint es g (x)=0,j=1,.,m(m<Ln)
J 1

est définie par :
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L:DxR":(x,,A) = L, A) = f(xl-)—i/l,-gi(xi)

Oud=(AA,)
La solution du probléme est possible en calculant le gradient de L qui est égal a zero.

Ensuite, nous définissons la matrice hessienne partielle (par rapport aux x;), de

. N o0’L
taillenxn, par H; (x,4) = (x,4) .
ox,0x, -

Le signe de cette matrice doit étre étudié pour déterminer quel genre d’optimum on

trouve.
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