CONCEPTS DE BASE — COUPLES DE VARIABLES
ALEATOIRES

Couples de variables aléatoires
Laloi dun couple de variables déatoires (v.a.) peut étre donnée par sa fonction de répartition :

Fon (6 9) =PUOXNT | ¥ " ¥ y))=Pr(X <x Y <)

casdiscret : laloi du couple (X, Y) sécrit: Pr(X =i,Y = j), pour tous les couples dentier
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Laloi marginalede X (resp. Y) estdonnépar P(X =i)=p = é j Pr(X =i,Y =)
(rep. P(Y=])=p; =8 Pr(X=LY=]))

L'espérance du couple (X,Y) est le couple (E(X),E(Y)).

Lacovariance du couple (X,Y) est défini comme suit :

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]
= E(XY)- E(X)E(Y) =4, iip, - E(X)E(Y)

cascontinu : laloi du coupe (X,Y) est donnée par la densité du couple, notée f ) (X, y)

ou T(X,Y) sil ny apasdambiguité. Sur labase de ce dernier, on aaors:

Pr(X,Y)T A) = d!) f (x, y)dxdy

Foon (6 9) = 0, Q, f (% y)dxdy

T°F(xy)

f(X,Y) (xy) = My

Laloi marginale de X est donnée par ladensitéde X : f, (X) = Q f (X, y)dy ouparla

fonction derépartitionde X : Fy (X) = Fy v, (X,+¥).



Comme dans le cas discret, I'espérance du couple XY est égal a E(X,Y) = (E(X), E(Y)) etla
covariance est égale a:

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY)- E(X)E(Y)

=@y f(xy)dxdy- E(X)E(Y)

Propriétés

Cov(X,Y) =Cov(Y, X)

Cov(X, X) =Var(X)

Cov(X +a,Y +b) =Cov(X,Y)

Var (X +Y) =Var (X) +Var(Y) + 2Cov(X,Y) =Cov(X +Y, X +Y)
Lacovarianceest linéaire par rapport a chaquevariableal éatoire.

Cov(X,Y
On définit le coefficient de corréation comme r (X,Y) = Cov(X.Y) , dont les deux propriétés

s (X)s (Y)

sont :

S1E T (X,Y)E+L
r =+1U $a,b,grédstesqueaX + bY =g presquepartout

Lamatrice Variance-Covariance est donnée par :

ge Var (X) Cov(X,Y)0
V(X.Y) = ¢ +
SCov(X.Y)  Vvar(Y) g

Enfin, lamatrice de corrélation est définie par :

e 1 r(X,Y)Q
C(X,Y) :g -

&r (X,Y) 1 5
Indépendance

Deux évenements sont indépendants si et seulement si (ssi) :
P(AC B) = P(A)P(B)

Deux variables aéatoires X et Y sont indépendantes ssi "les événements qu'dles permettent de
mesurer le sont", clest-a-diress :



"AetBl ?,P(X1T AetYT B)=P(XT AP(YT B)

U letJintervales, P(XT 1 etYT J)=P(XT 1)P(YT J)
U "xety,P(X <xetY<y)=P(X<x)P(Y<Yy)

U " xety, Fixn (% Y) = Fx () F, (y) (par définition deF)

Casdiscret
Si X et Y sont discrétes, dlles sont indépendantes ss

"ietj,P(X=ietY =j)=P(X =i)P(Y = )
O "ietj,p, =pp,

Cas absolument continu
Si X et Y sont absolument continues (avec densité), elles sont indépendantes ss

" xety, fop (%) = T (9 Fy (y)

Remarque : Alors que dans le cas général la connaissance des marginaes (Cest-a-dire deslois de X et
de Y) ne permet pas de déterminer laloi du couple (X,Y), dans le cas de deux variables aléatoires
indépendantes, leslois de X et de Y déterminent entierement laloi du couple.

Toutes les propriétés ci-dessus sont des conditions nécessaires et suffisantes dindépendance. Celles qui
suivent sont seulement des conséquences de |'indépendance mais ne sont pas suffisantes.

Si X et Y sont indépendantes, alorson a:

E(XY) = E(X)E(Y)
Var(X +Y) =Var (X - Y) =Var(X) +Var(Y)
Cov(X,Y) = E(XY)- E(X)E(Y)=0

Dans le cas discret, une autre conséquence de |'indépendance est que :

Gy .y (8) =Gy (5)G, (S) ou Gx(9) et lafonction génératrice delaloi de X.

Dépendance-loi conditionnelle

Si A et B sont deux événements quel congues non impossibles, on définit deux nouvelles lois de
probabilité en posant :

P(B/ A) =Probabilité que B soit réalisé sachant que Al'est

_P(AG B)
~ P(A)

et

P(A/ B) =Probabilité que A soit réalisé sachant que B I'est

_P(AGB)
~ P(B)

Ces définitions sécrivent auss : P(AC B) = P(A)P(B/ A) = P(B)P(A/ B).



On en déduit une autre définition de l'indépendance :

Aet B sont indépendantsss P(B/ A) = P(B) ou P(A/B) = P(A).

L'application B ® P(B/ A) est une probabilité, quion peut noter P* ou P, . Cela correspond aun
changement dunivers et & une renormalisation pour que P, (A) = P(A/ A) =1.

On définit aussi la loi conditionnelle de X sachant Y et laloi conditionnellede Y sachant X dansles
deux cas suivants : le couple (X,Y) est discret ou le couple (X,Y) est donné par sa densité.

Casdiscret

Pour chaqueil X (W)et jT Y(W),on pose:
P(X=iY=)) _ P

P(X =ilY=))= PY =) o
P(Y=j/X :i):—P(é(:Xi’:Yi): i) :%

Pour j fixé et i variant dans X (W) , la premiére égdité donne laloi de X sachant (Y=j), et
réci proquement.

Cas absolument continu

Laloi conditionnelle de X sachant (Y=y) (resp. de Y sachant (X=x) ) est donnée par ladensité
conditionnelle:

£ = foxn (% Y) (resp. £ = foxn (% Y) )
fy (Y) fx (X)

L'expression "sachant (X=x)" ou "sachant (Y=y)" est en quelque sorte un abus de langage puisque dans
ce cas P(X=x)=P(Y=y)=0. Il faut comprendre "comme limitequand h® 0 de (X< X <x+h)".

On noteraenfin que si X et Y sont indépendantes, les lois conditionnelles sont égales aleurslois
marginales.



Espérance conditionnelle

L'espérance delaloi de X sachant (Y=y) — dans e cas discret ou continu — est calculée comme
d'habitude a partir delaloi conditionnelle. Cest une fonction de'y. Si dans |'expression trouvée, on
remplacey par Y, on obtient une variable aléatoire appel ée espérance conditionnelle de X sachant Y.

Cas particulier du couple Gaussien

Une variable al éatoire gaussienne (on normale) N(ms ?) aune densité :

1 leemd
f(¥) = e o

sV2p

Un couple (X, Y) est gaussien si et seulement s toute combinaison linéaire delaforme aX + bY est
une variable gaussienne.

Si un couple gaussien (X, Y) n'est pas dégénéré (cest-a-dire, si (X,Y)(W ) n'est pas contenu dans une
droite A 2-pr%que partout ou, en dautrestermes, s ' 1 £1), lecouple (X, Y) admet une densité de la
forme:

1 - %(a><2+2bxy+gy2 +dx-+ey)

f(X,Y) (xy) = ae

%)

Attention : Si X et Y sont gausiennes, on ne sait en général pas s le couple (X, Y) I'est, sauf dansle cas
de 2 variables indépendantes, puisque dors la densité du couple étant le produit des densités, on a:

lax- mt_‘;2 lagy-m'g
1 e 28 s g 1 e 28 s' g

f , =
(X,Y)(X y) S\/Z S'\/%

et f est delaforme (*).

Si en général, lefait que la covariance soit nulle nimplique pas que les variables a éatoires soient
indépendantes, une propriété trésimportante des couples gaussiens est que :

Si (X, Y) est un couple gaussien et si Cov(X,Y) =0, alors X et Y sont indépendantes.

On vérifie en effet que si Cov(X,Y), ladensité du couple sécrit comme le produit des marginaes (fx(x)
fW(Y)) car leterme b = 0).



