CONCEPTS DE BASE — RAPPELS DE PROBABILITE

Notations

Une donnée x est une valeur observée dune variable déatoire X. W représente I'univers. W est un
événement €l émentaire et Pr est une probabilité qui mesure les événements. En d'autres termes, les
événements sont des sous-ensembles de W dont on sait "mesurer” |a probabilité. Lorsgue I'univers W
est un ensemble fini, on peut considérer que nimporte quel sous-ensemblede W est dans ? .

Les événements sont les éémentsde latribu ?  (sous-ensemble de P(W), comprenant W, stable par
réunion dénombrable, par intersection finie et par passage au complémentaire.

Probabilité
Pr est donc unefonctionde ?  dans [O,l] dont les propriétés sont |es suivantes :

Pr est unemesure> 0, avec P(W) =1
Pr(AE B) = Pr(A) + Pr(B) lorsque AC B=/E

Pr |Pr(A°) =1- Pr(A) ou A° est lecomplémentairede A
ABIT ? |Pr(/) =0
Pr(A\ B) = Pr(A) - Pr(B) acondition queBi A
Pr(AE B) = Pr(A) + Pr(B) - Pr(AC B) en général

Variable aléatoire réelle
Unevariable aléatoirerédle (v.ar.X) se définit comme suit :

X W® A tel que s | est unintervalle,
varX| “'w® Xw)fw/Xw)T I} estdanslatribu?
Onnote(X T 1) I'événement{w/X W) T I}=X"*(l)
X permet donc de quantifier I'observation (d'associer a W ) un nombre rédl. X est une fonction. On ne
peut pas "calculer” X (W) , mais on peut mesurer I'événement (X T 1) pour I intervallede A . On

montre que pour "mesurer” ces événements, il suffit de pouvoir mesurer les événements du type (X < X)
pour tout réel x.

Fonction de répartition
Laloi dune variable déatoire réelle est définie par safonction derépartition définie sur A par :
Fy (X) = Pr(X <x) =Pr(X1 |- ¥,), pour tout x7 A

Les propriétés de Fx sont :



F est croissante
Fy F(-¥)=0,F(+¥)=1
F est continue & gaucheen tout point

On étudieraici deux cas:

- Xest unevariable aéatoire discréte
X prend des valeurs en nombre fini ou dénombrable {ai, a, ,...an} ou N. Lafonction de
répartition est aors une fonction en escalier. Les événements sont du type (X=ax) ou (X=Kk). Dans

ce cas, on sedonnelaloi de X en se donnant les nombres :

pc = Pr(X =ay) ou p=Pr(X=K), avec é_ p. =L0£p, £1
k

On obtient donc un tableau de valeurs type

X a a a3
Pr P1 P2 Ps

2 |

On calculedors Pr(A) comme é_ p,.ou é_ Py
alA Kl A

S X(W) I N, on utiliselafonction génératrice (cfr définitions diverses).
- Xest une variable aéatoire absolument continue

X prend ses valeurs dans un ou plusieurs intervalles, safonction de répartition est continue sur A.
Elle est dérivable (sauf peut-&tre en un nombre fini ou dénombrable de points) et il existe une
fonction positive f appelée densité telle que :

Pr(X <x)=F,(xX) = (i f (t)dt, pour tout xI A .
Onaadors Pr(A) = Q f (t)dt et dansce cas, il ny a pas de probabilité positive (masse) en des
pointsisolés: Pr(X = x) =0 car 6() =0.

On définit donc la densité comme une fonction f :

f
densité

Dans ce cas, on se donne laloi de X par sa densité ou par safonction de répartition. On calcule
Pr@E X Eb)=Pr(a£ X <b)=Pr(a< X £b) =Pr(a< X <b)commeF (b) - F(a)

f est unefonction réelle positive ou nulle
+¥

o, f(hdt =1

Remarque : il existe des variables aléatoires qui ne sont ni discrétes ni absolument continues, mais nous
ne considérerons que ces deux casla.



