DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES USUELLES

Convention : Si lavariable aléatoire (v.a.) X suit laloi L, on notera X - L.

Lois discretes
1. Loi Uniforme: U

Laloi U est définie sur desentiers {1....,n} ou desvaleurs {a,...,a, } avec laméme

probabilité pour toutes les valeurs P(X =a,) :l. SiWestfinietsiAl W, alors
n

P(A) = Card(A) .
Card(W)
Espérance: E(X):nT+1

2 -
Variance: V(X) = n"-1
12

2. Loi deBernouilli : B(1,p)
On utilise cette variable aléatoire lorsgque les résultats possibles d'une épreuve
aléatoire sont réduits a deux : oui/non, vrai/faux, succeés/échec. On parle dans ce cas
d'expérience de Bernouilli. Une v.a. X suit uneloi B(1,p) si ele prend deux valeurs 0
et 1 avec les probabilités suivantes :

P(X=3)=p
P(X=0)=1- p=q

loi que I'on peut aussi écrire sous laforme suivante :
P(X =x) = p*@- p)* avecx] {01}

Espérance: E(X)=p

Variance: V(X) = p(1- p)

commeX? = X,E(X?)=E(X) = pet

Démonstration : )
V(X)=E(X?)- (E(X))’ = p- p* = p- p)

Fonction génératrice: G(s) = E(sx): q+ ps



3. Loi Binomiale: B(n,p)

Cette v.a. peut se définir comme le nombre de "succés" al'issue de n expériences de
Bernouilli indépendantes et de méme loi. Unev.a. X suit une loi binomiale B(n,p)s
elle prend les (n+1) valeurs 0,1,2,..., n avec les probabilités :

P(X =x)=C*p*@- p)"*ouxi {01...,n}

Construction : s nv.a. indépendantes X3,Xs, ...X, suivent laméme loi B(1,p), alors

n

unev.a X = é_ X, suit uneloi Binomiae B(n,p).

i=1

Une procédure pour simuler une binomiale est de repartir d'une loi de Bernouilli de

parameétre s (probabilité de succeés) et d'appliquer la définition de la binomiale sur le

résultat de n tirages dans laloi de Bernouilli :

- on effectue n tirages dans une loi uniforme 0O, 1;

- achaquetirage est associé une valeur de succes selon laregle suivante: si x (la
valeur issue du tirage) est inférieure ou égale a s, letirage est un succes; sinon, il
sagit d'un échec;

- on compte le nombre de succés obtenus,

Le nombre de succés ainsi obtenu respecte une loi binomiale avec probabilité de

succes égale a s et nombre de tirages égale an.

Espérance: E(X)=np
Variance: V(X) =np1- p)
Fonction génératrice: G(s) =(q+ ps)"

Addition : s deux v.a. indépendantes X; et X, suivent respectivement les lois B(ny,p)
et B(ny,p), aors X=X;+X; suit uneloi B(ni+ny,p).

Probabilité d'observer s succes:
La probabilité d'observer s succés pour n tirages, sachant que p est la probabilité
desuccesest alors:

- - n! S n-s
p(X—S)—mp(l p)™ .

Approximation (convergence en loi) : lorsgue n est grand :
- s n>30: s npetnp(1-p) sont voisins et si np £ 15, on peut alors approximer la
loi B(n,p) par uneloi de Poisson P(I ) ou | =np.
- s np>15 et n(1-p) > 15 (ou si np(1-p) > 5), on approximer laloi B(n,p) par une
loi Normale ol m=np et s*=np(1-p).

4. Loi Géométrique : G(p)



Cette v.a. peut se définir comme le nombre d'essais jusgu'au premier succes pour des
épreuves de Bernouilli indépendantes de parametrep :

P(X =x) = p@- p)“touxl N*.
. 1
Espérance: E(X):—p
Variance: V(X) :(1-_2I0)
p

P

Fonction génératrice: G(s) =

oug=1-p
S

NB : On définit quelquefois la variable Géométrique comme le nombre d'échecs avant
le premier succes. Dans ce cas, €le prend ses valeurs dans N,

Po<:m:pa-Mﬂﬂ‘MEOO=%-13VWJ=9§Q~

5. Loi dePoisson : P(l )

Unev.a X suit uneloi de Poisson si elle prend ses valeurs dans N avec les probabilités

P(X =x)=¢" l—'onT Netl >0
X!

Espérance et variance : E(X) =V (X) =1

Fonction génératrice: G(s) =¢e' Y

Addition :

Si deux v.a. indépendantes suivent respectivement deslois P(l 1) et P(l 2), dorslav.a
X=X+ X, suit une loi de Poisson P(I 1+1 7).

Lois continues

6. Loi Uniforme: U(a,b)

Unev.a X suit une loi Uniforme sur l'intervalle [a,b] S X est une v.a. continue de
densité f constante :

=1 gy
f(X) = ~ as Xl [a,b]
f(x)=0s xi [a,b]



Espérance: E(X) = at+h

(b- a)°
12
Prenons le cas dune uniforme 0,1 : E(X)=05 et donc (E(X))?=0.25.

Variance: V(X) =

1 3
E(Xz):c‘)Xzf(x)dx:%, sachant que c‘y<2dx:%et que f(x)=1. La variance
0

d'une uniforme 0,1 est donc 1/12 (soit 1/3 - 1/4).

Fonction de répartition pour U(0,a)
F(%) :gwr [0,a], F(x) = 0sur[-¥ et F(x) =1sur [a.¥]

7. Loi exponentielle: E(I )
Une variable aléatoire X suit uneloi E(l ) si elle est continue et de densité :
f(x)=1 e"*pourxl R

Espérance: E(X) :Il

1

Variance: V(X) = E
8. Loi Laplace-Gauss ou Loi Normale : N(ms)

Unev.a. X suit uneloi N(ms) s elle est continue et de densité :

lax- mt_‘;2

f(x)= e s o pour xI R

1
sV
Espérance: E(X)=n
Variance: V(X) =s ?
Lecturedetable: unev.a X deloi N(ms) peut se mettre sou la forme suivante :

X-nm

X>Nms)U U = - N(0,1), loi centrée réduite qui est tabulée. On adonc:




X-mod
P

P(X <x) = P <
e

Addition
Si deux v.a. indépendantes suivent respectivement des lois Normales N(m,s ) et

N(m,,s 2), lav.a X; + Xp stit unelois N(m +m,,s 2 +s 7).

Combinaison linéaire
On démontre que si X3,Xy, ...X, suivent des lois Normales indépendantes

n
d'espérancesm, ... m, devariancess;...s,, alorspour tousl ;T R, § I, X, stit une
i=1

n n
loi Normale d'espérance § | ;m et devariance § 1% 2.
i=1 i=1

Valeursremarquables:
P(m-1.64s <X<m+164s)=0.9
P(m-1.96s < X<m+1.96s)=0.95
P(m-3.09s < X<m+ 3.09s) =0.998

Construction

Comme on ne connait pas la forme de la fonction inverse de la fonction de densité
d'une distribution normale, on utilise le Théoréme Central Limite (une somme de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi suit une distribution normale pour
autant que les variables en question suivent une distribution d'espérance et de variance
finies) pour simuler un tirage dans une normale standardisée a partir d'une série de
tirages dans une uniforme 0,1. La procédure a suivre est la suivante :

- effectuer 12 tirages indépendants dans la loi uniforme 0,1

- sommer les 12 tirages

- retirer 6 au résultat obtenu

Les nombres ainsi obtenus suivent une distribution normale N(0,1).

- Loisde variables aléatoires liées a des variables aléatoir es normales

9. Loailog-normale

Une variable aléatoire suit uneloi log-normale lorsgque le logarithme népérien
de la variable en question suit une loi normale : In(X) = N(rr,s ). L'espérance de X

2
2_

est E(X):em7) et lavariance de X est V(X) = e®™ Vg8 1,

10. Loi du Chi Deux : ¢, (khi-2 & n degrés de libertés)



Soit U3,Uy, ... Uy, nv.a indépendantes et de mémeloi N(0,1). Lav.a Z = é_ U? soit
i=1
uneloi ¢,

Espérance : E(c%)=n
Variance: V(c?)=2n

Addition

Si Y; et Y2 sont deux variables aléatoires indépendantes et de loi respectives ¢y et
¢z, Y1 + Yo stit uneloi de ¢z

Approximation

Lorsque n est grand (>30), laloi delav.a. \/2¢? - v2n- 1 peut étre approximée par
uneloi Normale N(0,1).

11. Loi de Student : T, (Student a n degrés de libertés)

Soit X et Y, deux v.a. indépendantes telles que X suit une loi N(0,1) et Y suit uneloi de
c?, dorslav.a LY suit uneloi T, avec E(T,)=0.
i

Approximation
Lorsque n est grand (> 60), laloi T, peut étre approximeée par une loi Normale centrée
réduite N(0,1).

12. Loi de Fisher-Snedecor : F(n1,ny)
Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives ¢, et ¢,

Xy
n

X,
n,

- Loisdevariables aléatoiresliéesalaloi Expentielle

alorslavariable aléatoire

suit uneloi F(ny,ny) an; et np degrés de liberté.

13. Loi Gamma: g(a,l )

Une variable aléatoire suit une loi Gamme de paramétrea et | (pour a et | positifs) si
X est une variable aéatoire continue de densité f :

L=t
! Ga)
1 f(x) =0, pour x<0

e'? pourx3 0

X

ou G(a ) est une constante de normalisation, définie par

\+¥ a-1.-Xx
G(a):Q X* e dx



(cette intégrale est convergente pour a>0,sial N(CG@)=(@ - I!).
. a
Espérance: E(X) :I—

a
12

Variance: V(X) =

Addition

Si deux variables aléatoires X; et X, indépendantes suivent respectivement des lois
daul ) et gaz,l ), aors X;+X; suit une loi glai+az,l ).

Relation entre les différenteslois

Laloi E(l ) n'est autrequelaloi o(1,1 ).

La somme de n variables aléatoires idépendantes de paramétre | suit uneloin g(n,l ).

A . 11 . :
De méme, laloi c%y) n'est autre que la loi ?(E’E) et par conséquent, laloi ¢ se

confond avec laloi ?(D,l) .
22

Propriétés de multiplication par une constante
Si une variable aléatoire X suit une loi ga,l ) et s mest un scalaire positif, alors X

?
suit uneloi ?(a,—) . Par conséguent, si X suit uneloi g(n,l ), 2| X suit une loi gn,%),
M

c'est-a-dire uneloi ¢%zy. On peut donc se servir des tables ¢? pour les sommes de
variables aléatoires exponentielles indépendantes.



